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RESUMEN

ste articulo desarrolla un modelo matematico de opti-

mizacién multivariable para estimar la capacidad sos-
tenible de endeudamiento en hogares urbanos sujetos
a inestabilidad macroeconémica. El enfoque adoptado
se fundamenta en amortizacion discreta, inflacién com-
puesta, choques negativos de ingreso y restricciones de
liquidez, integrados en un marco de optimizacion con-
vexa. Cada ecuacion es justificada matematicamente y
vinculada con literatura financiera contemporanea. Se
incluye un estado del arte que contextualiza el modelo
frente a investigaciones previas sobre riesgo crediticio
minorista, vulnerabilidad del ingreso y regulacién pru-
dencial. Un caso representativo del contexto colombiano
2022-2025 y un analisis de sensibilidad muestran discre-
pancias significativas entre la capacidad aprobada por
criterios bancarios tradicionales y la capacidad real-
mente sostenible. El modelo constituye una herramienta
rigurosa para educacion financiera, formulacién de poli-
tica crediticia y andlisis microeconémico aplicado.

Palabras clave: optimizacidn convexa, matematicas
financieras, riesgo crediticio, inflacién, vulnerabilidad
del hogar, Basilea.

ABSTRACT

his article develops a multivariable mathemati-

cal optimization model to estimate sustainable
debt capacity in urban households exposed to mac-
roeconomic instability. The approach is grounded in
discrete amortization, compound inflation, negative
income shocks and liquidity constraints, integrated
within a convex optimization framework. Each equa-
tion is mathematically justified and linked to contem-
porary financial literature. A state of the art situates
the model with respect to previous research on retail
credit risk, income vulnerability and prudential regula-
tion. A representative case from the Colombian con-
text 2022-2025, together with a sensitivity analysis,
reveals significant discrepancies between the capac-
ity approved under traditional banking criteria and
the capacity that is actually sustainable. The model
provides a rigorous tool for financial education, credit
policy design and applied microeconomic analysis.

Keywords: convex optimization, financial
mathematics, credit risk, inflation, household
vulnerability, Basel.
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1. INTRODUCCION

Las decisiones de endeudamiento de los hoga-
res dependen de elementos complejos como la
volatilidad laboral, la inflacién persistente, las
tasas elevadas de interés y la rigidez del gasto
esencial. En Colombia, las entidades financie-
ras aplican reglas simplificadas como la razén
cuota/ingreso (DTI, por sus siglas en inglés) que
reducen un fenédmeno dindmico y multidimen-
sional a una relacion lineal y estatica.

La literatura reciente en finanzas del hogar
(Bogaert et al., 2023), regulaciéon prudencial
(Basel Committee on Banking Supervision,
2019) y optimizacion matematica (Luenberger,
1998; Ye & Luenberger, 2016) demuestra que la
solvencia real es afectada por interacciones no
lineales, entre ellas la convexidad de la cuota
respecto al monto del crédito, el deterioro del
ingreso real causado por la inflacion compuesta
y la sensibilidad ante choques negativos de
ingreso.

En este contexto, se propone un modelo de opti-
mizacion convexa que integra estos elementos
y permite estimar una capacidad sostenible de
endeudamiento mas realista que la obtenida
mediante los criterios utilizados por la banca
comercial. El aporte principal consiste en com-
binar formalmente ecuaciones de amortizacion
discreta, inflacién compuesta, choques propor-
cionales de ingreso y restricciones de liquidez

en un unico marco matematico aplicado al
hogar urbano colombiano.

2. ESTADO DEL
ARTE Y TRABAJOS
RELACIONADOS

La estimacion de la capacidad de endeuda-
miento en hogares ha sido abordada desde
diversos enfoques tedricos y empiricos. La lite-
ratura especializada identifica cinco lineas prin-
cipales de desarrollo: modelos de amortizacion
y matematicas financieras tradicionales, estu-
dios sobre vulnerabilidad del ingreso y sobreen-
deudamiento, regulacion prudencial del riesgo
crediticio, optimizacién matematica aplicada
a decisiones financieras domésticas y mode-
los intertemporales bajo inflacion y volatilidad
macroecondmica.

2.1 Matematicas financieras y modelos de
amortizacion

Los fundamentos de la ecuacién de amorti-
zacion discreta se encuentran en la teoria de
anualidades presentada por Luenberger (1998),
donde se demuestra que el valor presente de
una serie de pagos constantes requiere un tra-
tamiento geométrico que garantiza equivalen-
cia temporal. Trabajos posteriores confirman la
convexidad inherente a la funcién cuota-monto
del crédito, con implicaciones directas sobre la

sensibilidad del sistema financiero ante varia-
ciones en tasas de interés (Hull, 2018).

2.2 Vulnerabilidad del ingreso y
sobreendeudamiento

Estudios recientes en finanzas del hogar han
documentado cémo los choques de ingreso
afectan la capacidad de pago, especialmente en
economias emergentes. Bogaert et al. (2023)
muestran evidencia empirica de que reduc-
ciones proporcionales del ingreso generan un
deterioro acelerado de la liquidez familiar. Adi-
cionalmente, la literatura sobre sobreendeuda-
miento destaca la importancia de considerar
dinamicas no lineales en consumo, gasto esen-
cial y acumulaciéon de deuda (Lusardi & Tufano,
2009; Brown et al., 2021; OECD, 2021).

2.3 Regulacion financiera y riesgo
crediticio minorista

El Comité de Basilea ha establecido lineamien-
tos parala gestion del riesgo crediticio minorista,
enfatizando el uso de métricas estandarizadas
como la razén deuda-ingreso (DTI) para carteras
de alto volumen (Basel Committee on Banking
Supervision, 2019; European Banking Authority,
2020). Sin embargo, estudios regulatorios y de
politica publica sefialan que estos criterios sim-
plificados pueden subestimar la exposicion real
al riesgo cuando no se incorporan escenarios
de estrés, inflacién compuesta ni restricciones
adicionales de liquidez (Krueger & Perri, 2006;
Banco de la Republica, 2023).

2.4 Optimizacion matematica aplicada a
finanzas domésticas

Se han desarrollado modelos basados en pro-
gramacion lineal, cuadratica y convexa para
estimar decisiones Optimas en ahorro, consumo
y endeudamiento. Ye y Luenberger (2016) pre-
sentan el marco tedrico de optimizacion con-
vexa que sustenta la formulacion propuesta en
este articulo. Otros autores han aplicado estos
métodos para evaluar el flujo de caja familiar
en contextos de incertidumbre y restriccion de
liquidez (Varian, 2010; Basu & Drew, 2019).

2.5 Modelos intertemporales bajo inflacion
y volatilidad

La literatura macroeconémica demuestra que la
inflacion compuesta afecta el ingreso real y el
gasto esencial de forma multiplicativa, no lineal
(Banco de la Republica, 2023). Ademds, mode-
los estocasticos intertemporales revelan que la
incertidumbre inflacionaria genera riesgo adi-
cional sobre las decisiones de endeudamiento,
al modificar las trayectorias esperadas de ingre-
sos Yy precios relativos (Clarida et al., 1999; Mish-
kin, 2007).

2.6 Brechas identificadas

A pesar de los avances mencionados, se obser-
van tres vacios en la literatura: (i) carencia de
modelos matematicos unificados que combinen
inflacién compuesta, convexidad de la cuota,
choques de ingreso y restricciones de liqui-
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dez; (ii) falta de estudios aplicados al contexto
colombiano reciente, caracterizado por inflacién
elevada y volatilidad laboral; y (iii) ausencia de
un marco operativo para comparar explicita-
mente criterios normativos (como el DTI) con
la capacidad real sostenible estimada mediante
optimizacion. El presente articulo contribuye a
llenar estas brechas mediante un modelo for-
mal, reproducible y aplicable a nivel microeco-
némico.

3. FUNDAMENTACION
MATEMATICA

3.1 Calculo formal de la cuota de
amortizacion

La amortizacién francesa exige que el valor pre-
sente de todas las cuotas sea igual al monto
recibido M:

M: monto del crédito otorgado.
+ C: cuota fija periédica a pagar.
« |:tasa de interés efectiva por periodo.
* n: numero total de periodos de pago.

k: periodo especifico dentro del horizonte de
pago.

Esta expresion corresponde al valor presente de
una anualidad discreta. Utilizando la férmula de
la serie geométrica,

se obtiene

Despejando C, se llega a:

Esta ecuacion se fundamenta en la teoria cla-
sica de anualidades discretas (Luenberger,
1998; Hull, 2018).

3.2 Inflacion compuesta y efecto
acumulativo

La inflacion se modela como un proceso multi-
plicativo coherente con la construccion geomé-
trica del Indice de Precios al Consumidor (IPC):

donde GO es el gasto inicial, i la inflacién peri6-
dica y t el numero de periodos. Modelos linea-
les subestimarian el deterioro real del ingreso
en horizontes largos (Banco de la Republica,
2023).

Fotografia: Yan Krukau (Bajo Licencia Pexels)
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3.3 Choques negativos de ingreso

Un choque proporcional de ingreso se expresa
como:

donde | es el ingreso base y s la proporcion de
choque (por ejemplo, desempleo parcial o reduc-
cion salarial). La evidencia empirica apoya esta
formulaciéon multiplicativa (Bogaert et al., 2023;
Lusardi & Tufano, 2009).

3.4 Restriccion de supervivencia financiera

Sea Gvital el gasto minimo requerido. Si se
impone

y se cumple I' = C + Gvital, entonces

+ Gvital: gasto minimo indispensable del hogar
para garantizar niveles basicos de supervi-
vencia.

+ [ ingreso mensual base del hogar antes de
choques.

« [ ingreso mensual ajustado después de un
choque negativo.

+ s: proporcion del choque negativo de ingreso
(0<s<1).

+ [B: proporcion minima del ingreso destinado a
cubrir los gastos vitales.

« C: cuota mensual del crédito.

Esta condicidén asegura una liquidez minima sin
déficit estructural.

4. FORMULACION
DEL MODELO DE
OPTIMIZACION

El problema se formula como

sujeto a las siguientes restricciones.

4.1 Liquidez mensual

donde Gf son los gastos fijos, Gv los gastos
variables y A el ahorro minimo.

4.2 Criterio normativo de carga financiera

con a como umbral regulatorio o bancario de
carga financiera.

4.3 Supervivencia bajo choque

que limita la cuota maxima bajo un choque de
ingreso de magnitud s.

4.4 Sostenibilidad bajo inflacién

donde m es la inflacion proyectada y T el hori-
zonte de andlisis (por ejemplo, 12 meses). El
problema es convexo porque C(M) es convexa
en My las restricciones son lineales (Ye & Luen-
berger, 2016).

5. CASO DE ESTUDIO:
HOGAR URBANO
COLOMBIANO

Se considera un hogar representativo de estrato
3 en una ciudad colombiana intermedia. Los
parametros se resumen en la Tabla 1.

Tabla 1. Parametros del caso de estudio

Variable Valor Justificacion

/ 2,8 millones  Ingreso estrato 3 (DANE)

Gf 1,0 millones  Arriendo y servicios

Gv 0,5 millones Alimentacion y transporte

A 0,2 millones Ahorro minimo recomendado
m 10 % IPC 2022-2023

S 10 % Volatilidad laboral

i 1,5% Interés mensual de crédito de

consumo
Plazo de 10 afos

n 120

Fuente: elaboracion propia con informacion del DANE y del Banco de
la Republica.

La restriccion de supervivencia bajo choque
resulta ser la mas restrictiva. Sustituyendo en

con/=2800000,s=0,170y B =0,65, se obtiene:

Este valor constituye la cuota maxima men-
sual sostenible bajo el escenario adverso con-
siderado. Sustituyendo Cmax = 882 000 en la
ecuacion de amortizacion se obtiene el monto
maximo del crédito:

Este monto es sensiblemente inferior al rango
de 70 a 90 millones que habitualmente podrian
ser aprobados por entidades financieras para un
hogar con dicho ingreso, si solo se emplea un
criterio de DTI.

6. ANALISIS DE
SENSIBILIDAD

En esta seccidn se analiza cdmo varia el monto
maximo sostenible M ante cambios en latasa de
interés y en la inflacién, manteniendo la estruc-
tura del modelo.
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6.1 Variacion de la tasa de interés

Para estudiar la sensibilidad respecto a la tasa
de interés, se mantienen fijas la cuota maxima
Cmax y el plazo n, y se varia la tasa periddica i.
La funcion

relaciona el monto sostenible con la tasa de
interés. La Tabla 2 muestra algunos valores
representativos, calculados a partir de tasas
efectivas anuales convertidas a tasas mensua-
les equivalentes.

Tabla 2. Sensibilidad del monto sostenible a la tasa de
interés

Tasa Procedimiento M (millones)
efectiva

anual

12 % i mensual equivalente y M(i) 55,6

18 % i mensual equivalente y M(i) 48,8

24 % i mensual equivalente y M(i) 43,9

28 % i mensual equivalente y M(i) 40,1

Fuente: elaboracion propia.

6.2 Variacion de la inflacion

Para la inflacion, el parametro que se modifica
es 1 en la restriccion de sostenibilidad. Para
cada escenario se calcula el gasto ajustado Gf
+ GV! en el horizonte de anadlisis y se determina
la cuota maxima compatible con el ingreso I.
A partir de esa cuota se obtiene el nuevo valor
de M mediante la ecuacion de amortizacion. La
Tabla 3 resume los resultados.

Tabla 3. Sensibilidad del monto sostenible a la inflacion

Inflacion Procedimiento M (millones)
6 % Recalcular restriccion y amortizacion 52,2
10 % Recalcular restriccion y amortizacion 48,8
14 % Recalcular restriccion y amortizacion 45,5

Fuente: elaboracion propia.

Los resultados confirman que incrementos
moderados de inflacidon reducen el monto sos-
tenible, incluso cuando el ingreso nominal per-
manece constante.

7. DISCUSION

Los resultados muestran que la solvencia finan-
ciera de los hogares depende de interacciones
no lineales entre inflacidn, interés, gasto esen-
cial y choques de ingreso. El modelo evidencia
que los criterios bancarios tradicionales, basa-
dos en relaciones lineales, ignoran la convexi-
dad de la cuota respecto al monto del crédito,
el crecimiento exponencial de los gastos bajo
inflacién compuesta, la reduccién proporcional
del ingreso ante choques y la evolucion dina-
mica del flujo de caja real.

La diferencia entre capacidad aprobada y capa-
cidad real coincide con evidencia empirica
reciente sobre vulnerabilidad financiera de los
hogares (Bogaert et al., 2023; Brown et al., 2021;
OECD, 2021). La combinacién de tasas de inte-
rés elevadas, inflacidon persistente y choques
laborales aumenta la probabilidad de sobreen-

deudamiento y morosidad, especialmente en
hogares de ingresos medios y bajos.

En este sentido, los resultados obtenidos sugie-
ren que la evaluacién del riesgo crediticio podria
beneficiarse de enfoques que incorporen de
forma mas explicita estas dinamicas econémi-
cas. Sin pretender reemplazar los criterios utili-
zados actualmente por el sistema financiero, el
modelo propuesto permite ofrecer una lectura
complementaria que aporta una comprension
mas realista de la sostenibilidad del endeuda-
miento en el contexto analizado.

8. FUNDAMENTOS
ECONOMICOS Y
REGULATORIOS DEL
USO DE CRITERIOS
SIMPLIFICADOS

La literatura en riesgo crediticio, regulacién
financiera y teoria de incentivos identifica razo-
nes estructurales para el uso generalizado de
criterios simples por parte de las entidades
financieras.

8.1 Regulacién prudencial basada en
umbrales

El Comité de Basilea establece que, para car-
teras minoristas masivas, pueden emplearse
métricas simplificadas como la DTl o razones de

servicio de deuda (Basel Committee on Banking
Supervision, 2019; European Banking Authority,
2020). La regulacién prudencial no exige mode-
los microecondmicos complejos para cada
hogar, sino el cumplimiento de limites agrega-
dos de riesgo.

8.2 Incentivos comerciales

El ingreso bancario depende del volumen de
colocacion; por tanto, modelos demasiado res-
trictivos reducen la cantidad de créditos apro-
bados. Esto genera un sesgo hacia criterios que
maximizan la colocacion mas que la solvencia
optima del deudor (Krueger & Perri, 2006; OECD,
2021).

8.3 Costos operativos y computacionales

La aplicacion de modelos individuales de opti-
mizacion para miles de solicitudes diarias exige
infraestructura analitica avanzada y costos ope-
rativos adicionales. Por ello, los bancos privile-
gian reglas simples de decision, aun a costa de
cierta pérdida de precision (European Banking
Authority, 2020; Basu & Drew, 2019).

8.4 Asimetria de informacion

Los sistemas crediticios suponen que el pres-
tatario evalua su propio bienestar financiero y
acepta voluntariamente las condiciones del cré-
dito. Esta presuncion desplaza parte de la res-
ponsabilidad de la evaluacion detallada hacia
el deudor y refuerza el uso de criterios simpli-
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ficados por parte de las entidades (Lusardi &
Tufano, 2009; OECD, 2021).

9. CONCLUSIONES

Se presentd un modelo matematico que integra
de manera formal amortizacion discreta, infla-
cién compuesta, choques de ingreso y restric-
ciones de liquidez en un marco de optimizacion
aplicado a hogares urbanos. El caso de estudio
muestra que la capacidad sostenible de endeu-
damiento resulta significativamente menor que
los montos que suelen aprobarse mediante cri-
terios tradicionales de DTI, especialmente en
contextos de inflacion elevada y volatilidad labo-
ral.

El andlisis de sensibilidad evidencia que peque-
Aas variaciones en la tasa de interés o en lainfla-
cién tienen impactos sustantivos sobre el monto
sostenible, poniendo de relieve la importancia
de incorporar estos parametros en la evaluacion
crediticia. El modelo ofrece un marco util para
formuladores de politica, entidades financieras
y programas de educacion financiera, al propor-
cionar una herramienta cuantitativa explicita y
reproducible.

Futuros trabajos pueden extender esta apro-
ximacién incorporando incertidumbre esto-
castica, simulaciones de escenarios, modelos
dinamicos y técnicas de aprendizaje automa-
tico para la proyeccion de ingresos e inflacion,

asi como evaluaciones empiricas en diferentes
segmentos de poblacion.
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